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V tejto práci popisujeme niektoré spôsoby ako rozhodnú´ £i mnoºina, ktorej existen-
cia sa ukáºe z axiómy výberu, môºe by´ merate©ná (napr. v Lebesgueovej miere na R),
prípadne borelovská. Zárove¬ sa snaºíme tieto výsledky vyuºi´ pri rie²ení problému,
£i podmnoºina reálnych £ísel taká, s£ítanie prosté a na R, môºe by´ borelovská.
Predtým neº presne denujeme, aké vlastnosti má táto mnoºina ma´, základné
zna£enie. Pre mnoºinu B a prirodzené £íslo n ∈ N bude symbol [B]n zna£i´ sys-
tém v²etkých n−prvkových podmnoºín B a symbolom [B]<n budeme zna£i´ sys-
tém v²etkých nanajvý² n−prvkových podmnoºín B. alej pre A,B ⊂ R zna£íme
A + B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} . Ak mnoºina A je jednoprvková mnoºina {a}, bu-
deme písa´ a + B namiesto {a} + B. Pre mnoºinu A symbolom |A| zna£íme jej
kardinalitu.
V tomto texte ²tudujeme vlastnosti mnoºiny B ⊂ R sp¨¬ajúcej:
(P ) pre a, b, c, d ∈ B platí: a+ b = c+ d =⇒ {a, b} = {c, d}, t.j. zobrazenie
p : [B]<2 → R kde p ({a, b}) = a+ b je prosté;
(N) pre kaºdé x ∈ R existujú a, b ∈ B také, ºe a+ b = x, t.j. R = B +B.
V prvej kapitole ukáºeme, ako sa mnoºina s týmito vlastnos´ami skon²truuje pomo-
cou axiómy výberu. Taktieº ukáºeme ºe takáto mnoºina sa dá skon²truova´ tak aby
nebola borelovská a dokonca ani merate©ná alebo s Bairovov vlastnos´ou. Na konci
prvej kapitoly e²te ukáºeme, ºe analytická mnoºina s týmito vlastnos´ami uº musí
by´ borelovská.
V druhej kapitole sa budeme zaobera´ merate©nos´ou vzh©adom k Lebesgueovej
miera a Bairovov vlastnos´ou. Predvedieme známy príklad Hamelovej bázy a dôkaz
jej neborelovskosti pomocou nemerate©nej mnoºiny. Tieº ukáºeme, ºe ak je mnoºina
s vlastnos´ami Lebesgueovsky merate©ná, tak je nulová a ak má Bairovu vlastnos´,
tak je prvej kategórie. Na konci druhej kapitoly preto ²tudujeme £i takáto mnoºina
musí by´ σ-pórovitá.
V tretej kapitole ²tudujeme £o vieme poveda´ o Hausdorovej dimenzii mnoºín s
vlastnos´ami (P) alebo (N). Ke¤ºe Hausdorova dimenzia sa neukáºe ako prirodzený
nástroj na ²túdium týchto mnoºín, spomenieme aj packing dimenziu, pri o ktorej uº
aspo¬ £iasto£ne vieme nie£o poveda´.
V ²tvrtej kapitole sa pozrieme na selekcie a uniformizácie, a predvedieme príklad
obd¨ºnika, ktorý nemá borelovský matching.
E²te pripome¬me niektoré z pouºitých pojmov. Topologický priestor nazývame
po©ský, ak je separabilný a úplne metrizovate©ný. Podmnoºinu po©ského priestoru na-
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zveme borelovskou, ak patrí do σ-algebry generovanej otvorenými mnoºinami. Mno-
ºinu A, podmnoºinu po©ského priestoru X, nazveme analytickou, ak existuje po©ský
priestor Y a spojité zobrazenie f : Y → X také, ºe f [Y ] = A.
Pripome¬me nieko©ko vlastností analytických mnoºín, dôkazy týchto tvrdení sa
dajú nájs´ napríklad v Kechris (1995). Kaºdá borelovská mnoºina je analytická,
systém analytických mnoºín je uzavretý na spo£etné prieniky a zjednotenia, a na
obraz pri spojitom zobrazení. Ak A je analytická mnoºina, tak A je bu¤ spo£etná,
alebo obsahuje homeomorfnú kópiu Cantorovho diskontinua. Analytické mnoºiny sú




Kon²trukcia a základné vlastnosti
1.1 Ekvivalentné formulácie
Pred tým neº ukáºeme existenciu mnoºiny si vlastnos´ami (P) a (N), sformulujeme
nieko©ko ekvivalentných vlastností.
Tvrdenie 1. Nech B ⊂ R, potom je ekvivalentné:
1. B má vlastnos´ (P);
2. zobrazenie {a, b} 7→ |a− b| je prosté na [B]2;
3. pre kaºdé x ∈ R\ {0} je B ∩ (x+B) najviac jednoprvková;
4. pre kaºdé z ∈ R\ {0} priamka tvaru {(x, y) ∈ R2 : x− y = z} pretne B × B v
najviac jednom bode;
5. pre kaºdé z ∈ R priamka tvaru {(x, y) ∈ R2 : x+ y = z} pretne B×B v najviac
dvoch bodoch.
Dôkaz. Nech B má vlastnos´ (P) a nech a, b, c, d ∈ B, a > b a c > d sp¨¬ajú:
a − b = c − d, potom zjavne a + d = c + b a teda z podmienky (P) {a, d} = {c, b}
odtia©, ke¤ºe a 6= b, dostávame a = c a b = d a teda zobrazenie {a, b} 7→ |a− b| je
na mnoºine [B]2 prosté.
Nech zobrazenie {a, b} 7→ |a− b| je prosté na [B]2, nech x ∈ R\ {0} a nech
a, b ∈ B ∩ (x+B). Potom a+ x = c, b+ x = d kde c, d ∈ B. Takºe a− c = b− d a
ke¤ºe x 6= 0, z prostoty máme {a, c} = {b, d}. Ak by platilo a = d, potom z rovnosti
mnoºín je b = c a teda a = d = b+ x = c+ x = a+ 2x £o dáva spor s x 6= 0. Takºe
a = b a teda mnoºina B ∩ (x+B) je pre v²etky nenulové x najviac jednoprvková.
alej v tomto dôkaze budeme pre z ∈ R zna£i´ p+z := {(x, y) ∈ R2 : x+ y = z} a
p−z := {(x, y) ∈ R2 : x− y = z}.
Nech B má vlastnos´ z podmienky 3. Nech z ∈ R\ {0} a (a, b) , (c, d) ∈ p−z ∩B×B.
Potom a = z + b a c = z + d, teda a, c ∈ B ∩ (z +B) a teda a = c a b = d. Takºe
pre nenulové z ∈ R je p−z ∩B ×B najviac jednoprvková.
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Nech B nesp¨¬a podmienku 5. Potom existuje z ∈ R a tri rôzne body X, Y, Z ∈
p+z ∩B×B. Úse£ky XY a XZ tvoria uhloprie£ky dvoch ²tvorcov so stranami rovno-
beºnými so súradnicovými osami. Ostatné dva vrcholy v kaºdom zo ²tvorcov leºia na
priamke p−zXY (resp. p
−
zXZ
) pre vhodné zXY , zXZ ∈ R . Ke¤ºe ²tvorce zdie©ajú vrchol
X a body Z a Y sú rôzne, musí jedno zo zXY , zXZ by´ nenulové. Ke¤ºe vrcholy X, Y
(resp. X,Z) leºia v mnoºine B × B, tak tam leºia aj ostatné dva vrcholy ²tvorcov.
Takºe sme na²li nenulové z0 a dva body z B × B leºiace na priamke p−z0 . Takºe B
nesp¨¬a podmienku 4.
Kone£ne, nech B má vlastnos´ z podmienky 5. Nech a ≤ b a c ≤ d sú z B a a+b =
c+d = z. Potom (a, b) , (b, a) , (c, d) , (d, c) ∈ B×B∩p+z a z podmienky 5 ide o najviac
dva rôzne body. Ak (a, b) ∈ {(c, d) , (d, c)}, tak zjavne {a, b} = {c, d}. Rovnako
rovnos´ mnoºín dostane pre prípady (b, a) ∈ {(c, d) , (d, c)},(c, d) ∈ {(a, b) , (b, a)} a
(d, c) ∈ {(a, b) , (b, a)}. Zostáva moºnos´ (a, b) = (b, a) a (c, d) = (d, c), ke¤ºe len
jeden bod tvaru (x, x) leºí na priamke p+z , máme (a, b) = (c, d) a teda a = b = c = d.
Odtia© {a, b} = {c, d}. Takºe mnoºina B má vlastnos´ (P).
Tvrdenie 2. Nech B ⊂ R, je ekvivalentné:
1. B má vlastnos´ (N);
2.
⋃
x∈B x+B = R;
3. pre kaºdé z ∈ R priamka tvaru {(x, y) ∈ R2 : x+ y = z} pretne B ×B.
Dôkaz. Zjavne B + B =
⋃
x∈B x + B a teda prvé dve tvrdenia sú ekvivalentné. Z
denície, B + B = R práve vtedy, ke¤ pre kaºdé z ∈ R existujú a, b ∈ B také, ºe
a+ b = z a toto je ekvivalentné tretiemu tvrdeniu.
1.2 Kon²trukcia mnoºiny s vlastnos´ami (P) a (N)
Lema 3. Nech A ⊂ R sp¨¬a: pre kaºdé x ∈ R je mnoºina {a ∈ A : x− a ∈ A}
nekone£ná a aº na spo£etne ve©a x ∈ R má táto mnoºina mohutnos´ kontinua. Potom
existuje B ⊂ A s vlastnos´ami (P) a (N).
Dôkaz. Postupujeme transnitnou indukciou, ozna£me ωC prvý ordinál mohutnosti
kontinua. Ozna£me S := {x ∈ R : |{a ∈ A : x− a ∈ A}| < |ωC |}. Nech {xλ : λ < ωC}
je dobré usporiadanie R také, ºe S ⊂ {xλ : λ < ω}. Zvo©me a ∈ A také, ºe x0−a ∈ A
a poloºme B0 := {a, x0 − a}. Nech λ < ωC a pre α < λ nech uº máme zostrojenú
mnoºinu Bα sp¨¬ajúcu:
 mohutnos´ Bα je menej ako kontinuum a pre α < ω je táto mnoºina kone£ná;
 Bα ⊂ A a má vlastnos´ (P);





Ak xλ ∈ (B′λ +B′λ), tak poloºíme Bλ := B′λ. Zjavne Bλ má poºadovanú mohut-
nos´, je podmnoºinou A a sp¨¬a tretiu podmienku. Potrebujeme overi´, ºe Bλ má
vlastnos´ (P). Ak ale a + b = c + d, tak nájdeme α < λ také, ºe {a, b, c, d} ⊂ Bα
a teda, ke¤ºe Bα má vlastnos´ (P), je {a, b} = {c, d}. Takºe Bλ sp¨¬a induk£ný
predpoklad.
Nech xλ /∈ (B′λ +B′λ). Pre a ∈ R platí: (B′λ ∪ {a, xλ − a})+ (B′λ ∪ {a, xλ − a}) =
(B′λ +B
′
λ) ∪ ({a}+B′λ) ∪ ({xλ − a}+B′λ) ∪ {2a, 2xλ − 2a, xλ}. Ke¤ºe mnoºina B′λ
má vlastnos´ (P), k tomu aby mnoºina B′λ∪{a, xλ − a} sp¨¬ala induk£ný predpoklad
nám sta£í nájs´ a ∈ A také, ºe (xλ − a) ∈ A a mnoºiny v zjednotení sú po dvoch
disjunktné. To nám dáva následujúce podmienky na a:
1. (B′λ +B
′
λ) ∩ ({a}+B′λ) = ∅ dáva a /∈ (B′λ +B′λ −B′λ);
2. (B′λ +B
′
λ) ∩ ({xλ − a}+B′λ) = ∅ dáva a /∈ (xλ +B′λ −B′λ −B′λ);
3. ({a}+B′λ) ∩ ({xλ − a}+B′λ) = ∅ dáva 2a /∈ (xλ +B′λ −B′λ);
4. (B′λ +B
′
λ)∩{2a, 2xλ − 2a, xλ} = ∅ dáva 2a /∈ (B′λ +B′λ) a 2a /∈ (2xλ −B′λ −B′λ);
5. ({a}+B′λ) ∩ {2a, 2xλ − 2a, xλ} = ∅ dáva a /∈ B′λ, 3a /∈ (2xλ −B′λ) a a /∈
(xλ −B′λ);






(b+B′λ) a ke¤ºe b + B
′
λ má rovnakú mohutnos´ ako B
′
λ
je vidie´, ºe v²etky mnoºiny do ktorých a pod©a podmienok 1 aº 6 nepatrí sú pre
λ < ω kone£né a pre λ ≥ ω majú mohutnos´ men²iu ako kontinuum. Takºe pod©a
predpokladu na mnoºinu A musí existova´ a ∈ A také, ºe (xλ − a) ∈ A a a nepatria
do ºiadnej z mnoºín v podmienkach 1 aº 6. Poloºme Bλ := B′λ ∪ {a, xλ − a}. Zjavne
Bλ sp¨¬a induk£ný predpoklad.
Kone£ne, poloºme B =
⋃
λ<ωC
Bλ. Zjavne B je h©adaná mnoºina.
1.3 Deskriptívne vlastnosti
Veta 4. Ak mnoºina s vlastnos´ami (P) a (N) je analytická, tak je borelovská.
Dôkaz. Nech B je analytická a má vlastnosti (P) a (N). Z podmienky 5 v tvr-
dení 1 a podmienky 3 v tvrdení 2 dostávame, ºe obrazom analytickej mnoºiny
(B ×B) ∩ {(x, y) ∈ R2 : x > y} pri projekcii na priamku {(x, x) ∈ R2 : x ∈ R} je
mnoºina {(x, x) : x /∈ B}. Ke¤ºe projekcia aj zobrazenie (x, x) 7→ x sú spojité, do-
stávame, ºe R\B je analytická a teda B je borelovská.
Veta 5. Existuje mnoºina s vlastnos´ami (P) a (N), ktorá nieje analytická ani ko-
analytická.
Dôkaz. Nech {Cβ : β < ωC} je dobré usporiadanie v²etkých homeomorfných kópií
2ω v R a nech {xλ : λ < ωC} je dobré usporiadanie R. Skon²truujeme mnoºiny Bλ a
hodnoty aβ, bβ ∈ R sp¨¬ajúce:
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 mohutnos´ Bλ je menej ako kontinuum;
 Bλ má vlastnos´ (P);
 pre α < λ je Bα ⊂ Bλ a xα môºeme vyjadri´ ako sú£et dvoch prvkov z Bλ;
 aβ ∈ Cβ ∩
⋃
α<ωC




Zvo©me a0 ∈ C0 a b0 ∈ C0\ {a0, x0 − a0}. Poloºme B0 := {a0, x0 − a0}. Ak máme Bα
pre kaºdé α < λ a aγ, bγ pre kaºdé γ < β, kde β ≤ λ tak poloºíme B′λ :=
⋃
α<λBα
a ak xλ ∈ B′λ +B′λ, tak Bλ := B′λ a pokra£ujeme na ¤al²iu λ pri£om hodnoty aβ, bβ
zatia© nedenujeme. Ak xλ /∈ B′λ+B′λ tak analogicky ako v dôkaze lemy 3 ukáºeme,
ºe existuje aβ ∈ Cβ také, ºe Bλ := B′λ ∪ {aβ, xλ − aβ} má vlastnos´ (P). Ke¤ºe
{bγ : γ < β} má mohutnos´ men²iu ako kontinuum, môºeme vybra´ aβ tak, aby sme
túto mnoºinu nepretli mnoºinou Bλ. Ke¤ºe mnoºina Bλ má mohutnos´ men²iu ako
kontinuum, nájdeme bβ ∈ Cβ ktoré do nej nepatrí.
E²te potrebujeme ukáza´, ºe sme denovali aβ, bβ pre v²etky β < ωC . To ale
dostávame z toho, ºe B je mnoºina mohutnosti kontinua (inak by nemohla ma´
vlastnos´ (N)) a teda prípad xλ /∈ B′λ + B′λ nastáva pre kontinuum ve©a λ < ωC . A
teda sme denovali kontinuum ve©a hodnôt aβ, bβ.
Kone£ne, ke¤ºe bβ /∈ B pre kaºdé β, B nemôºe obsahova´ homeomorfnú kópiu 2ω
a teda nieje analytická. Ke¤ºe pre kaºdé β je aβ ∈ B nieje analytický ani doplnok B
a teda B nieje koanalytická.
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Kapitola 2
Merate©nos´ a Bairova vlastnos´
asto pouºívaná metóda na ukázanie neborelovskosti mnoºiny je ukáza´, ºe nemôºe
by´ merate©ná prípadne, ºe existuje spojité zobrazenie a nemerate©ná mnoºina ktorá
je obrazom mnoºiny, ktorej borelovskos´ chceme vyvráti´. Oba tieto prístupy vy-
chádzajú z univerzálnej merate©nosti analytických mnoºín. Pekným príkladom na
ilustráciu tohoto postupu je tzv. Hamelova báza, teda algebraická báza R ako vekto-
rového priestoru nad telesom racionálnych £ísel. e takáto báza existuje dostaneme
zo známeho tvrdenia z algebry, ktoré hovorí, ºe za predpokladu axiómy výberu má
kaºdý netriviálny vektorový priestor má algebraickú bázu.
Veta 6. Neexistuje analytická Hamelova báza.










n∈NKn. Zobrazenie (x1, . . . , xn) 7→
∑n
i=1 qixi je pre dané q = (q1, . . . , qn) ∈
Qn spojité (dokonca lipschitzovské) a v²etky zjednotenia sú spo£etné, takºe mnoºina
K je analytická a teda lebesgueovsky merate©ná. Zjavne mnoºinaK je práve mnoºina
v²etkých lineárnych kombinácií prvkov mnoºiny H̃. Ke¤ºe H je báza priestoru R,
dostávame R =
⋃
q∈Q qx +K pri£om mnoºiny v zjednotení sú po dvoch disjunktné.
Odtia©, ke¤ºe Lebesgueova miera je transla£ne invariantná a spo£etne aditívna je K
mnoºina nenulovej miery.




∩ Q je miera mnoºiny (qx+K) ∩ [a, 2b− a] aspo¬ δ, pretoºe táto mnoºina
obsahuje posunutie [a, b]∩K. Ke¤ºe mnoºiny qx+K sú po dvoch disjunktné, máme
2 (b− a) = λ ([a, 2b− a]) ≥
∑
q∈[0, b−ax ]∩Q
λ ((qx+K) ∩ [a, 2b− a]) =∞
£o je spor. Takºe mnoºina K nemôºe ma´ nenulovú mieru.
Ukázali sme, ºe mnoºina K nieje lebesgueovsky merate©ná, £o je spor s tým, ºe
je analytická. Teda mnoºina H nemôºe by´ analytická.
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Veta 7. Existuje riedka Hamelova báza nulovej Lebesgueovej miery.





: (ai) ∈ {0, 2}N
}
môºeme vybra´ Ha-
melovu bázu. K tomu nám sta£í ukáza´, ºe C generuje R a na to nám sta£í ukáza´,
ºe C + C ⊃ [0, 1].










(sú£et prázdnej sumy denujeme ako 0). Ozna£me Cn =
⋃
s∈{0,2}n Ks, potom C =⋂
nCn.
Nech máme dané x ∈ [0, 1]. Zrejme x ∈ C + C, ak pre kaºdé n ∈ ω existujú
s, t ∈ {0, 2}n také, ºe priamka px := {(u, v) ∈ R : u+ v = x} pretína ²tvorec Ks×Kt.
Postupujme indukciou pod©a n ∈ ω. Ke¤ºe K∅ = [0, 1], tak priamka px pretne
K∅ ×K∅ aspo¬ v bode (x, 0) a teda tvrdenie je pre n = 0 dokázané.
Nech n ≥ 1 a tvrdenie platí pre n − 1. Z induk£ného predpokladu nájdeme
s, t ∈ {0, 2}n−1 také, ºe px pretína ²tvorec Ks×Kt. Zjavne priamka px musí pretína´
niektorú zo strán tohoto ²tvorca. Ke¤ºe ²tvorceKs0×Kt0,Ks0×Kt2,Ks2×Kt0
a Ks2 × Kt2 pokrývajú ©avú aj pravú tretinu kaºdej strany ²tvorca Ks × Kt, ak
bod prieniku px a hrany ²tvorca padne sem, tak tvrdenie, ktoré dokazujeme platí pre
n.
Ak px pretína ²tvorec Ks×Kt v prostrednej tretine niektorej strany. Ozna£me si
túto úse£ku ako U . Potom U je stranou práve jedného ²tvorca, ktorý je podmnoºinou
Ks × Kt, ozna£me ho S. Zrejme steny ²tvorca S, ktoré sú kolmé na U , sú zárove¬
stenami niektorého zo ²tvorcov Ks0×Kt0, Ks0×Kt2, Ks2×Kt0 a Ks2×Kt2.
Ke¤ºe smernica priamky px je −1 a priamka pretína stranu U , tak px musí pretína´
aj jedu z týchto strán kolmých na U . Takºe aj v tomto prípade je splnené dokazované
tvrdenie pre n. Týmto sme ukázali induk£ný krok a dôkaz je ukon£ený.
2.1 Lebesgueova miera a Bairova vlastnos´
Veta 8. Ak mnoºina B má vlastnos´ (P) a Bairovu vlastnos´, tak je prvej kategórie.
Dôkaz. Nech B nieje prvej kategórie, potom nájdeme G ⊂ B typu Gδ, ktorá nieje
prvej kategórie. Existuje interval I ⊂ R, ºe G∩ I je hustá v I (ak by takýto interval
neexistoval, tak
⋃
{I : G ∩ I = ∅} je hustá, otvorená mnoºina nepretínajúca G, teda
G by bola riedka). Zvo©me x1, x2 ∈ G∩ I. Potom x1+ I ∩x2+ I 6= ∅ a x1+G, x2+G
sú disjunktné, husté Gδ podmnoºiny tohoto prieniku, £ím dostávame spor s Bairovov
vetou.
Veta 9. Mnoºina s vlastnos´ami (P) a (N) nieje typu Fσ.
Dôkaz. Nech B je Fσ. Potom B je Kσ. Nech B =
⋃
Kn kde Kn je rastúca postup-
nos´ kompaktov. Existuje n ∈ N také, ºe mnoºina Sn := {x+ y : x, y ∈ Kn} nieje
prvej kategórie (ke¤ºe Kn tvoria rastúcu postupnos´, aj mnoºiny Sn tvoria rastúcu
postupnos´ a
⋃
Sn = R). Mnoºina Kn je prvej kategórie a teda je nuladimenzi-
onálna. Mnoºina K := (Kn ×Kn)∩{(x, y) ∈ R2 : x ≤ y} je kompaktná a zobrazenie
(x, y) 7→ x + y je na tejto mnoºine spojité, prosté a na mnoºinu Sn, £iºe ide o ho-
meomorzmus týchto priestorov. Ke¤ºe Kn je nuladimenzionálna, je aj mnoºina K
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nuladimenzionálna a teda aj mnoºina Sn je nuladimenzionálna. Takºe Sn je nuladi-
menzionálny kompakt a teda ide o riedku mnoºinu, £o je spor s vo©bou n.
Veta 10. Ak B je lebesgueovsky merate©ná mnoºina s vlastnos´ou (P), tak má nulovú
mieru.
Dôkaz. Nech B má kladnú Lebesgueovu mieru. Potom nájdeme interval [a, b] tak,
ºe λ (B ∩ [a, b]) = δ > 0. Ke¤ºe B má kladnú mieru, je nespo£etná a teda nájdeme
prostú konvergentnú postupnos´ (xn)n∈N, ºe xn ∈ B. Ozna£me jej limitu x a pred-
pokladajme, ºe |xn − x| ≤ 1. Pre n,m ∈ N rôzne, je (xn +B) ∩ (xm +B) najviac
jednoprvková a teda mnoºiny




sú po dvoch disjunktné a od xn + B sa lí²ia len o mnoºinu nulovej miery. Potom
platí:
B̃n ∩ (xn + [a, b]) ⊂ [(x− 1) + a, (x+ 1) + b]
a mnoºiny B̃n∩(xn + [a, b]) majú rovnakú mieru ako B∩ [a, b]. Potom ale dostávame:





B̃n ∩ (xn + [a, b])
)
≥ ∞
£o je zjavne spor.
Veta 11. Existuje riedka, lebesgueovsky merate©ná mnoºina s vlastnos´ami (P) a
(N).





: (ai) ∈ {0, 2}N
}
je Cantorove
diskontinuum a Z je mnoºina celých £ísel, sp¨¬a predpoklady lemy 3.
Z dôkazu vety 7 vieme, ºe C + C ⊃ [0, 1] a teda pre x ∈ R nájdeme m ∈ Z a
y, z ∈∈ C také, ºe m + y + z = x. Potom pre kaºdé n ∈ Z sú y + m + n a z − n
v mnoºine C + Z a ich sú£et je x. Takºe kaºdé x ∈ R sa dá dosta´ nekone£ne ve©a
spôsobmi ako sú£et dvoch prvkov z C + Z.
Zostáva overi´, ºe Sx := {a ∈ (C + Z) : x− a ∈ (C + Z)} má aº na spo£etne





, kde m ∈ Z,
(ai) ∈ {0, 1, 2}N a pre kaºdé i ∈ N existuje n ≥ i také, ºe an 6= 1, tak Sx obsahuje
homeomorfnú kópiu C a teda má mohutnos´ kontinuum. Nech máme takéto x ∈ R.
Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe x ∈ [0, 1], pretoºe Sx+m = Sx.















nCn. alej pre s, t ∈ {0, 2}

































































Pre a ∈ R nech pa := {(x, y) ∈ R2 : x+ y = a}. Pre n ∈ N ozna£me S1n =
{Ks ×Kt : s, t ∈ {0, 2}n} a S2n = {(Ks − 1)×Kt : s, t ∈ {0, 2}
n}, mnoºiny Ks ×Kt
a (Ks − 1) × Kt budeme pre zjednodu²enie zna£i´ (s, t) v²ade, kde toto zna£enie
zrejmé ktorú z mnoºín máme na mysli.




a pre nejaké n ∈ N je an 6= 1, tak existuje j ∈ {1, 2}, ºe pre kaºdý ²tvorec
(s, t) ∈ Sjn platí: ak px pretína (s, t), tak pretína aj (s0, t2) , (s2, t0) ∈ S
j
n+1.





a an 6= 1 pre nekone£ne ve©a n ∈ N.
Ozna£me nk rastúcu postupnos´ prirodzených £ísel takých, ºe pre kaºdé k ∈ N je
ank 6= 1. Pre kaºdé k nájdeme jk ∈ {1, 2} z tvrdenia pre nk. Zjavne jk musí nadobúda´
jednu z hodnôt {1, 2} nekone£ne ve©a krát, a teda nájdeme vybranú podpostupnos´
(nki)i∈N takú, ºe jki je kon²tantná. Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´,
ºe jk uº sú kon²tantné (inak prejdeme k tejto vybranej podpostupnosti).
Ozna£me Pn = px ∩
⋃
Sjn a P =
⋂
n∈N Pn. Tvrdíme, ºe P je kompaktnou pod-
mnoºinou px ∩ ((C + Z)× (C + Z)) bez izolovaných bodov, a teda má mohutnos´
kontinua. Zjavne
⋃
Sjn sú kompaktné, do seba zaradené mnoºiny a px je uzavretá,
teda Pn tvorí klesajúcu postupnos´ kompaktov a teda P je neprázdny kompakt.
Inklúzia je zrejmá z denície Pn. Zostáva ukáza´, ºe P nemá izolované body.
Nech z je izolovaný bod P . Nájdeme δ > 0 také, ºe B (z, δ) ∩ P = {z}. Náj-
deme postupnos´ ²tvorcov (sn, tn) ∈ Sjn takú, ºe z ∈ (sn, tn), ide o postupnos´ do
seba zaradených mnoºín s klesajúcim priemerom a teda nájdeme k ∈ N také, ºe
(snk , tnk) ⊂ B (z, δ). Z tvrdenia dostávame, ºe px má neprázdny prienik so ²tvorcami
(snk0, tnk2) a (snk2, tnk0). Z dôkazu vety 7 vieme, ºe ak px pretína nejaký ²tvorec
(s, t), tak px ∩ (s, t) ∩ ((C + Z)× (C + Z)) 6= ∅. Ke¤ºe nájdené ²tvorce z Sjnk+1 sú
disjunktné, je P ∩B (z, δ) ⊃ P ∩ ((snk0, tnk2) ∪ (snk2, tnk0)) aspo¬ dvojprvková,
£o je spor s vo©bou δ.





a n ∈ N také, ºe
an 6= 1. Z kon²trukcie ²tvorcov je zrejmé, ºe px pretína (s0, t2) , (s2, t0) ∈ Sjn+1





. Ke¤ºe an 6= 1, existuje s ∈ {0, 1, 2}n−1 také, ºe












. Sta£í teda ukáza´, ºe
pd bu¤ pretne ²tvorce v S1n v diagonále, alebo v diagonále pretne ²tvorce v S
2
n.
Zrejme ak priamka pd prechádza nejakým z týchto ²tvorcov, tak prechádza jeho
vrcholom.
Najskôr ukáºeme, ºe ak pd pretne nejaký ²tvorec v Sjn v diagonále tak v²etky
²tvorce ktoré v Sjn pretne, pretne v diagonále. Nech toto neplatí, nech napríklad
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existujú s, s′, t, t′ ∈ {0, 2}n−1 také, ºe pd prechádza bodmi A2s,t a A1s′,t′ . Potom, ke¤ºe
























3n−1−i (si − s′i + ti − t′i) = 1
a ke¤ºe £íslo v zátvorke je párne, dostávame spor. Analogicky tvrdenie ukáºeme aj
v prípade, ºe pd prechádza bodom A3s′,t′ .
Zostáva ukáza´, ºe ak pd prechádza vrcholom ²tvorca v S1n, tak bu¤ je diagonálou
tohoto ²tvorca, alebo existuje ²tvorec v S2n ktorého je pd diagonálou. Nech máme
s, s′, t, t′ ∈ {0, 2}n−1 . Nech p je priamka prechádzajúca jedným z bodov A1s,t, A3s,t a






















3n−1−i (si − s′i + ti − t′i) = 3n−1 − 2c,
kde c ∈ {−1, 0, 1} závisí na tom o ktoré vrcholy sa jedná. íslo na pravej strane
rovnosti je zjavne nepárne, £íslo na ©avej strane je párne a teda dostávame spor.
Takºe pd nemôºe pretína´ ²tvorce v S1n iba vo vrcholoch a zárove¬ pretína´ iba vo
vrcholoch ²tvorce v S2n. Týmto je veta dokázaná.
2.2 σ-pórovitos´
σ-pórovitos´ je pojem pouºívaný ku ²túdiu deravých mnoºín, ktoré sa objavujú pri
²túdiu problémov z teórie diferenciácie. Pojem bol zavedený v Dolzhenko (1967). Z
£lánku Zajícek (1987) vieme, ºe σ-pórovité mnoºiny sú zárove¬ nulovej Lebesgueovej
miery a prvej kategórie. V predchádzajúcej £asti sme ukázali, ºe borelovská mnoºina
s vlastnos´ami (P) a (N) musí by´ nulovej Lebesgueovej miery a prvej kategórie. Je
teda prirodzené sa pýta´ £i takáto mnoºina musí by´ aj σ-pórovitá respektíve £i táto
mnoºina môºe by´ σ-pórovitá.
Denícia. Nech (X, d) je úplný metrický priestor, E ⊂ X, x ∈ E a R > 0. Denu-
jeme
l (x,E,R) := sup {r > 0 : ∃y ∈ X : Br (y) ⊂ BR (x) \M} ,
11





Povieme, ºe E je pórovitá v bode x, ak p (x,E) > 0. Povieme, ºe E je pórovitá, ak je
pórovitá v kaºdom svojom bode. Povieme, ºe E je σ=pórovitá, ak existujú pórovité
mnoºiny En ⊂ X také, ºe E =
⋃
n∈NEn.
Tvrdenie 12. Existuje pórovitá mnoºina s vlastnos´ami (P) a (N).
Dôkaz. Tvrdíme, ºe mnoºina z vety 11 je pórovitá. K tomu nám sta£í ukáza´, ºe
mnoºina C + Z je pórovitá. Teda pre kaºdé x ∈ C + Z chceme nájs´ postupnos´ Rn
klesajúcu k 0 a kladnú kon²tantu p tak, ºe l (x,C + Z, Rn) ≥ Rnp.
Nech najskôr máme x ∈ Z. Pre n ∈ N poloºme Rn = 2 ·3−n. Z kon²trukcie potom




Nech teraz máme x ∈ (C + Z) \Z. Pre n ∈ N zvo©me Rn = 12 · 3
−n+1. Pre dosta-
to£ne ve©ké n bude Rn < dist (x,C + Z). Pre takéto n nájdeme interval d¨ºky 3−n




C + Z je pórovitá.
Posledné tvrdenie v tejto £asti je dokázané v £lánku Zelený a Pelant (2004) a
ukazuje, ºe vlastnos´ (P) nezaru£uje, ºe mnoºina bude σ-pórovitá. Dôkaz tvrdenia je
ale pridlhý nato aby sme ho tu predviedli.
Tvrdenie. Existuje kompaktná mnoºina s vlastnos´ou (P), ktorá nieje σ-pórovitá.
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Kapitola 3
Hausorova miera a dimenzia,
packing miera a dimenzia
V predchádzajúcej kapitole sme ukázali, ºe kaºdá merate©ná mnoºina s vlastnos´ou
(P) musí ma´ nulovú Lebesgueovu mieru a zárove¬ sme ukázali, ºe existujú mno-
ºiny nulovej miery s vlastnos´ou (N). Takºe ak chceme ²tudova´ vlastnosti mnoºín s
vlastnos´ami (P) a (N) z poh©adu miery, potrebujeme pouºi´ také miery, ktoré rozli-
²ujú Lebesgueovsky nulové mnoºiny. Asi naj£astej²ie pouºívaným príkladom takejto
miery je Hausdorova miera a ¤al²ím dôleºitým príkladom je packing miera. V tejto
kapitole budeme ²tudova´ mnoºiny s vlastnos´ami (P) a (N) práve z poh©adu týchto
mier a hlavne z poh©adu im príslu²ných dimenzií.
Následujúce tvrdenia oh©adom základných vlastností týchto mier a dimenzií ne-
budeme dokazova´. V názve kaºdého tvrdenia je odkaz na literatúru, kde je tvrdenie
dokázané.
Denícia. Pre A ⊂ Rn, 0 ≤ s <∞ a 0 < δ ≤ ∞ denujeme:




s : A ⊂
⋃
i∈N
Ai, diam Ai ≤ δ
}
a
Hs (A) := lim
δ→0+
Hsδ (A) = supHsδ (A) .
Zobrazenie Hs nazývame s-dimenzionálnou Hausdorovou vonkaj²ou mierou. Ak
mnoºinovú funkciuHs obmedzíme naHs-merate©né mnoºiny, dostávame s-dimenzio-
nálnu Hausdorovu mieru, ktorú budeme tieº zna£i´ Hs.
Lema (Falconer(1990, 3.2)). Nech 0 ≤ s ≤ ∞, n ∈ N, A ⊂ Rn, a ∈ Rn a 0 < t <∞,
platí:
Hs (A+ a) = Hs (A)
Hs (tA) = tsHs (A) .
Poznámka (Mattila(1995, 4.4)). Ak v denícii budeme namiesto pokrytia akými-
ko©vek mnoºinami uvaºova´ len pokrytia uzavretými, otvorenými alebo konvexnými
mnoºinami dostaneme rovnakú vonkaj²iu mieru.
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Poznámka (Mattila(1995, 4.5)). Hs je regulárna borelovská miera.Mattila (1995)
Tvrdenie (Mattila(1995, 4.7)). Pre 0 ≤ s < t <∞ a A ⊂ Rn platí:
1. Ak Hs (A) <∞, tak Ht (A) = 0;
2. Ak Ht (A) > 0, tak Hs (A) =∞.
Denícia. Hausdorovu dimenziu mnoºiny A ⊂ Rn denujeme ako
dimA = sup {s : Hs (A) > 0} = sup {s : Hs (A) =∞}
= inf {s : Hs (A) <∞} = inf {s : Hs (A) = 0} .
Denícia. Nech A ⊂ Rn je neprázdna obmedzená mnoºina. Pre 0 < ε <∞ denu-
jeme N (A, ε) ako najmen²í po£et gulí o polomere ε pokrývajúcich A, t.j.
N (A, ε) := min
{






alej denujeme hornú a dolnú Minkowského dimenziu mnoºiny A ako
dimMA = inf
{
s ∈ [0,∞] : lim sup
ε→0+





s ∈ [0,∞] : lim inf
ε→0+
N (A, ε) εs = 0
}
.
Poznámka. Z denície je zrejmé, ºe dimH A ≤ dimMA ≤ dimMA ≤ n.
Tvrdenie (Falconer(1990, strana 27 a 30)). Nech A ⊂ Rn je neprázdna, obmedzená
mnoºina. Potom platí:










Navy²e rovnosti platia aj v prípade, ºe N (A, ε) nahradíme P (A, ε), kde
P (A, ε) = max {k : ∃x1, . . . , xk ∈ AB (xi, ε) ∩B (xj, ε) = ∅ ak i 6= j} ,
Nech Ñ (A,m) je po£et dyadických kociek o strane d¨ºky 2−m, ktoré pretnú A.
Potom












Denícia. Nech A ⊂ Rn, (hornú) packing dimenziu mnoºiny A denujeme ako




dimMAi : A =
⋃
i∈N
Ai, Ai sú obmedzené
}
.
Poznámka. Pre A ⊂ Rn platí: dimP A ≤ dimMA, ke¤ºe A je jedno z pokrytí cez
ktoré robíme infímum.
Denícia. Nech 0 ≤ s <∞. Pre A ⊂ Rn a 0 < δ <∞ denujeme




s : B (xi, ri) ∩B (xj, rj) = ∅, i 6= j;xi ∈ A; ri ≤ δ
}
,
P s (A) := lim
δ→0+
P sδ (A) = inf
δ>0
P sδ (A) .
Kone£ne, denujeme s-dimenzionálnu vonkaj²iu packing mieru mnoºiny A ako










Potom Ps dáva regulárnu borelovskú mieru na Rn.
Tvrdenie (Mattila(1995, 5.11)). Pre A ⊂ Rn platí:
dimP A = inf {s : Ps (A) = 0} = inf {s : Ps (A) <∞}
= sup {s : Ps (A) > 0} = sup {s : Ps (A) =∞} .
Tvrdenie (Mattila(1995, 5.12)). Pre A ⊂ Rn platí Hs (A) ≤ Ps (A).
Tvrdenie (Falconer(1990, 3.1)). Nech f : Rn → Rm je lipschitzovská a A ⊂ Rn.
Potom dimH f [A] ≤ dimH A.
Tvrdenie (Mattila(1995, 8.10)). Nech A ⊂ Rn a B ⊂ Rm sú neprázdne borelovské
mnoºiny. Potom platí:
dimH A+ dimH B ≤ dimH (A×B) ≤ dimH A+ dimP B ≤ dimP A+ dimP B.
Lema 13. Ak borelovská mnoºina E ⊂ R sp¨¬a E + E = R, potom dimP E ≥ 12 .
Dôkaz. Ke¤ºe E + E = f [E × E], kde f (x, y) = x + y je zjavne lipschitzovské,
dostávame dimH E×E ≥ dimH f [E × E] = dimH R = 1. Pod©a predo²lého tvrdenia
teda 2 dimP E ≥ dimH E × E ≥ 1. Tým je lema dokázaná.
Následujúci príklad vyuºíva my²lienku z Falconer (1990, príklad 7.8) a nazna£uje,
ºe dolné odhady na dimenziu sa nemusia da´ vylep²i´.
Tvrdenie 14. Existujú kompaktné mnoºiny E,F ⊂ R také, ºe E+E = R = F +F ,
dimH E = 0 a dimP F = 12 .
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Dôkaz. Nech m0 = 0 a mk je rastúca postupnos´ prirodzených £ísel. Nech mnoºina A
obsahuje práve tie £ísla z [0, 1], ktoré majú nulu na r-tom mieste dvojkového rozvoja,
ak mk+1 ≤ r ≤ mk+1 kde k je párne £íslo. Nech mnoºina B obsahuje práve tie £ísla
z [0, 1], ktoré majú nulu na r-tom mieste dvojkového rozvoja, ak mk+1 ≤ r ≤ mk+1
kde k je nepárne £íslo.
Z vo©by A a B je zjavné, ºe pre x ∈ [0, 1] existuje a ∈ A a b ∈ B také, ºe a+b = x
(sta£í voli´ pod©a dvojkového rozvoja x). Odtia© (N+ (A ∪B))+(N+ (A ∪B)) = R.
Zostáva zvoli´ mk tak, aby boli splnené poºiadavky na dimenziu.
Zjavne pre párne k môºeme mnoºinu A pokry´ 2jk intervalmi d¨ºky 2−mk+1 , kde
jk = (m2 −m1) + (m4 −m3) + · · ·+ (mk −mk−1). Nech mk = 22
k
, potom







k − 22k−1 + · · ·+ 222 − 221
22k+1
= 0.
Takºe dimH A = 0. Analogicky dostávame, ºe dimH B = 0 a teda E := N+ (A ∪B)
je h©adaná mnoºina.
Nech teraz mk = k. Nech máme dané n ∈ N. Potom mnoºina A je pokrytá 2jn
dyadickými intervalmi d¨ºky 2−(n+1), ak n je párne a 2jn−1 dyadickými intervalmi
d¨ºky 2−(n+1), ak n je nepárne. Odtia©







Takºe F := N+ (A ∪B) je druhá h©adaná mnoºina.
Následujúci príklad z Keleti (1999) ukazuje, ºe borelovské mnoºiny s vlastnos´ou
(P) môºu ma´ dimenziu 1
Tvrdenie 15. Existuje kompaktná mnoºina A ⊂ R taká, ºe dimH A = dimP A = 1
a A má vlastnos´ (P).
Dôkaz. Nech δm = 16m−1m! . Indukciou denujeme mnoºiny Am, disjunktné zjednote-
nia uzavretých intervalov [ni1,...,imδm, (ni1,...,im + 1) δm], kde 1 ≤ ik ≤ k, 1 ≤ k ≤ m.
Intervaly v Am ozna£íme Im1 , I
m
2 , . . . , I
m








1 , . . . )
ozna£íme (J1, J2, . . . ).
Poloºme n1 = 0 potom denujeme A1 = I11 = J1 = [0, 1]. Nech máme skon²tru-
ované mnoºiny A1, . . . , Am. ísla ni1,...,im+1 denujeme z £ísel ni1,...,im následovne:
ak ni1,...,imδm /∈ Jm tak poloºíme
ni1,...,im,i = 6 (m+ 1)ni1,...,im + 6i− 6, i = 1, . . . ,m+ 1;
a ak ni1,...,imδm ∈ Jm tak poloºíme
ni1,...,im,i = 6 (m+ 1)ni1,...,im + 6i− 3, i = 1, . . . ,m+ 1.
Potom pre i = 1, . . . ,m+ 1 platí:
[ni1,...,im,iδm+1, (ni1,...,im,i + 1) δm+1] ⊂ [ni1,...,imδm, (ni1,...,im + 1) δm]
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odkia© Am+1 ⊂ Am.
Nech A =
⋂∞
m=1Am. e A má Hausdorovu dimenziu 1 vyplýva z Falconer (1990,
príklad 4.6). Takºe sta£í ukáza´, ºe A má vlastnos´ (P).
Nech x1 < x2 ≤ x3 < x4 sú v A. Nájdeme m také, ºe δm < x2 − x1. Potom
ak x1 ∈ Imj = JN , tak ºiaden z bodov x2, x3, x4 v tomto intervale neleºí, ke¤ºe
interval JN má d¨ºku δm. Takºe, ke¤ sme denovali mnoºinu AN+1, pouºili sme druhú
deníciu pri vo©be intervalu obsahujúceho x1 a prvú deníciu pri vo©be intervalov
obsahujúcich x2, x3 a x4. Potom x1 je tvaru (6N1 + 3) δN + ε1 a x2, x3, x4 sú tvaru
6NjδN+εj, kde N1, . . . , N4 sú prirodzené £ísla a 0 ≤ εj ≤ δm pre j = 1, . . . , 4. Odtia©




V tejto kapitole budeme ²tudova´ akým spôsobom sa dá rozhodnú´ £i daná mnoºina
môºe ma´ borelovskú selekciu. V tejto kapitole pre kartézsky sú£in X × Y bude PX
zna£i´ projekciu na X-ovú súradnicu.
Denícia. Nech X, Y sú po©ské priestory a E ⊂ X × Y . Zobrazenie f : PX [E] →
Y nazývame selekciou mnoºiny E, ak pre x ∈ PX [E] je (x, f (x)) ∈ E. Selekciu
f nazývame matching ak je bijekciou PX [E] a PY [E]. Graf selekcie f nazývame
uniformizáciou mnoºiny E.
Z axiómy výberu dostávame, ºe selekcia vºdy existuje. Matching samozrejme
nemusí existova´, sta£í uvaºova´ príklad kedy PX [E] a PY [E]majú rôznu mohutnos´.
Následujúci príklad ukazuje, ºe existencia borelovskej selekcie nieje zaru£ená ani pre
uzavreté mnoºiny.
Príklad 16. Existuje uzavretá podmnoºina R× ωω bez analytickej uniformizácie.
Dôkaz. Nájdeme F ⊂ 2ω × ωω uzavretú takú, ºe A := P2ω [F ] je analytická a nieje
borelovská.
Nech U je analytická uniformizácia F . Potom U je grafom zobrazenia f : A →
ωω, a pod©a Kechris (1995, veta 14.12) U je borelovská mnoºina v A × ωω. Ke¤ºe
A × ωω ⊃ F ⊃ U a F je uzavretá, je U borelovská v 2ω × ωω. Zobrazenie P2ω je
spojitá bijekcia U na A a teda pod©a Luzinovej-Suslinovej vety Kechris (1995, veta
15.1) je A borelovská mnoºina. Toto je spor s vo©bou F .
Pre úplnos´ spome¬me aj mnoºiny, ktoré majú borelovskú uniformizáciu. Prvým
príkladom sú borelovské mnoºiny so v²etkými rezmi ve©kými (napr. kladnej miery
alebo druhej kategórie), dôkaz tohto tvrdenia sa dá nájs´ v Kechris (1995, veta 18.6).
Druhým príkladom sú borelovské mnoºiny so v²etkými rezmi najviac spo£etnými,
dôkaz je v Kechris (1995, veta 18.10).
Uvaºujme mnoºinu B s vlastnos´ami (P) a (N). Pod©a 1 a 2 pretne kaºdá priamka
tvaru {(x, y) ∈ R2 : x+ y = z} mnoºinu B × B v najviac dvoch bodoch. Zjavne ak
(x, y) je jedným takýmto bodom, tak (y, x) je druhým a teda ak sa obmedzíme na
polrovinu {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x}, tak v kaºdom z prienikov je práve jeden bod. Nech π
je oto£enie, ktoré z priamky {(x, y) ∈ R2 : x+ y = z} urobí zvislú priamku. Potom
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mnoºina A := π [(B ×B) ∩ {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x}] má v kaºdom zvislom reze práve
jeden bod. Teda ide o uniformizáciu a problém existencie borelovskej mnoºiny s
vlastnos´ami (P) a (N) môºeme preformulova´ na problém existencie uniformizácie
s ur£itou vlastnos´ou. Následujúci príklad z £lánku Laczkovich (1988) ukazuje, ºe
takéto dodato£né vlastnosti môºu zabráni´ existencii merate©nej uniformizácie (v
tomto prípade ide o matching).
Najskôr potrebujeme denova´ nieko©ko pojmov oh©adom grafov.
Denícia. Grafom rozumieme usporiadanú dvojicu (V,E), kde V je mnoºina vr-
cholov a E je mnoºina dvojprvkových podmnoºín V . Prvky E nazývame hrany
grafu. Graf (V,E) nazývame bipartitný, ak existujú V1, V2 ⊂ V také, ºe V1 ∩ V2 = ∅,
V1 ∪ V2 = V a pre x ∈ Vi platí: ak {x, y} ∈ E, tak y /∈ Vi t.j. vrcholy grafu môºeme
rozdeli´ na dve £asti tak, ºe medzi ºiadnymi dvoma vrcholmi v tej istej £asti nieje
hrana.
Denícia. Nech (V,E) je graf a v ∈ V . Stupe¬ vrcholu v denujeme ako po£et
hrán, ktoré tento vrchol obsahujú. Graf (V ′, E ′) nazveme podgarfom grafu (V,E),
ak V ′ ⊂ V a E ′ ⊂ E. Podgraf nazveme faktorom, ak V ′ = V . Podgraf grafu (V,E)
nazveme 1-faktorom, ak je faktorom a kaºdý jeho vrchol má stupe¬ 1.
Denícia. Cestou v grafe nazveme prostú postupnos´ vrcholov (v1, . . . , vn) takú, ºe
pre i < n je {vi, vi+1} ∈ E. D¨ºku cesty denujeme ako po£et jej vrcholov. Cestu
nazveme kruºnicou, ak platí: {v1, vn} ∈ E. Graf nazveme súvislý, ak medzi kaº-
dými dvoma vrcholmi existuje cesta. Súvislou komponentov grafu príslu²nú vrcholu
v nazveme maximálny (vzh©adom k inklúzii E) súvislý podgraf. Nekone£nou cestou
rozumieme súvislý graf taký, ºe V je nekone£ná mnoºina a kaºdý vrchol má stupe¬
2.
Denícia. Nech (X,µ) je priestor s mierou a f je zobrazenie na X zachovávajúce
mieru. Povieme, ºe zobrazenie f je ergodické, ak pre kaºdú merate©nú mnoºinu E ⊂
X, ktorá je invariantná vzh©adom k f platí, ºe µ (E) = 0 alebo µ (X\E) = 0.
Veta 17. Nech I zna£í interval [0, 1], u ∈ I nech je iracionálne a nech R ⊂ I × I
je obvod obd¨ºnika s vrcholmi A0 = (1, 1− u), A1 = (1− u, 1), A2 = (0, u) a A3 =
(u, 0). Potom R obsahuje matching, ale neobsahuje borelovský matching. Navy²e,
ºiaden matching v R nieje merate©ný vzh©adom k jednodimenzionálnej Hausdorovej
miere.
Dôkaz. Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe u < 1
2
. Najskôr ukáºeme,
ºe R obsahuje matching. Denujeme bipartitný graf G následovne: nech I1, I2 sú
disjunktné kópie I, poloºme I1 ∪ I2 ako mnoºinu vrcholov grafu G. Mnoºinu hrán
G denujme následovne: {x, y} je hranou G práve vtedy, ke¤ x ∈ I1, y ∈ I2 a
(x, y) ∈ R. Potom R obsahuje matching práve vtedy, ke¤ G obsahuje 1-faktor a G
obsahuje 1-faktor, ak kaºdá súvislá komponenta G obsahuje 1-faktor.
Ke¤ºe kaºdý vrchol G má stupe¬ najviac 2 (pre kaºdé x ∈ I existujú najviac dva
y ∈ I také, ºe (x, y) ∈ R a pre kaºdé y existujú najviac dve vhodné x) tak súvislými
komponentami G sú len cesty a kruºnice. Nekone£né cesty a cesty a kruºnice párnej
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d¨ºky majú 1-faktor. Ke¤ºe G je bipartitný, neobsahuje kruºnice nepárnej d¨ºky.
Takºe zostáva ukáza´, ºe G nemá za komponentu cestu nepárnej d¨ºky.
Nech toto nieje pravda, t.j. nech (x1, . . . , xn) je cesta nepárnej d¨ºky. Potom x1
a xn patria oba do I1 alebo I2 a majú stupe¬ 1. Ke¤ºe jediné vrcholy so stup¬om 1
sú 0 a 1 je bu¤ x1 = 0 a xn = 1 alebo x1 = 1 a xn = 0.
Ak (x, y) ∈ R patrí do úse£ky spájajúcej A0 a A1, tak y = −x+ 2− u. Ak (x, y)
patrí do nejakého zo zvy²ných troch úse£iek, tak y = ±x±u. Takºe x2 = ±x1±u+2a2,
kde a2 ∈ {0, 1}. Indukciou dostávame, ºe xk = ±x1 + 2ak + bku, kde k ≥ 2 a ak a bk
sú celé £ísla. peciálne xn = ±x1+2an+ bnu a teda bnu = xn±x1− 2an = ±1− 2an
je nepárne celé £íslo. Potom ale bn nieje nula a teda u = ±1−2anbn je racionálne £íslo, £o
je spor s predpokladom na u. Takºe G neobsahuje maximálnu cestu nepárnej d¨ºky
a teda R obsahuje matching.
Teraz ukáºeme, ºe R neobsahuje matching merate©ný v jednodimenzionálnej





pre kaºdú merate©nú mnoºinu H ⊂ R. Denujeme dve zobrazenia, f a g, z R do R
následujúcim spôsobom. Nech f (A0) = A0, f (A2) = A2. Ak (x, y) ∈ R a x /∈ {0, 1},
tak nájdeme jediné z 6= y také, ºe (x, z) ∈ R. Denujeme f ((x, y)) = (x, z). Takºe f
je zobrazenie, ktoré vymie¬a body vertikálneho rezu mnoºiny R. Analogicky denu-
jeme g tak, aby vymie¬alo body horizontálneho rezu, t.j. g (A1) = A1, g (A3) = A3
a g ((x, y)) = (z, y), kde (z, y) ∈ R. Zjavne f , g sú homeomorzmy R na R zachová-
vajúce mieru µ, f−1 = f a g−1 = g.
Ukáºeme, ºe zobrazenie g◦f je ergodické na R. Nech T je kruºnica s Lebesgueovou
mierou a h : R → T je mieru zachovávajúci homeomorzmus R na T taký, ºe
h (A0) = 0, h (A1) = u2 , h (A2) =
1
2
a h (A3) = 1+u2 . Nech k := h◦g◦f◦h
−1, potom k je
mieru zachovávajúci homeomorzmus T na T . Takºe k (t) = t+c alebo k (t) = −t+c
kde c ∈ T je kon²tanta. Z denície k (0) = h (g (f (A0))) = h (g (A0)), body g (A0)
a A0 sú v rovnakej vzdialenosti od bodu A1 a teda aj body h (g (A0)) a h (A0) = 0






= h (g (A1)) =
u
2
(tu pouºijeme, ºe 1 ≡ 0 v T ). Takºe k (t) = t + u.
Ke¤ºe u je iracionálne, je k ergodické na T pod©a Halmos (1956, strana 26) a teda
g ◦ f = h−1 ◦ k ◦ h je ergodické na R.
Nech H je merate©ný matching v R. Potom H∩f [H] je kone£ná a H∪f [H] = R.
Teda µ (H) = 1
2
. Zjavne H ∩ g [H] je kone£ná a H ∪ g [H] = R a teda symetrická
diferencia H a g ◦ f [H] je kone£ná. Ke¤ºe g ◦ f je ergodické, máme µ (H) = 0 alebo
µ (H) = 1 £o je zjavne spor. Týmto je dôkaz dokon£ený.
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